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初等教育における整数論の導入
Innovation of Number Theory to Elementary Education















う。このような整数論の抽象化が始まったのが K. F. Gauss の頃であると捉えることが出











　現代の日本の数学教育 ( 数学者以外が受ける教育を指す ) において整数論がどのように
扱われているか考えてみる。「整数の性質」という項目が平成 21 年度学習指導要領より、
























に 2 元 1 次不定方程式が導入される。関連して、 PGL(2,
2.3 ユークリッドの互除法
新学習指導要領に明記されているため、今後の大学生は大半既習とも考えられ










2. 1034x+ 1067y = 11の整数解を求める。
1034x+ (1034 + 33)y = 11
1034(x+ y) + 33y = 11
(33 · 31 + 11)(x+ y) + 33y = 11
33(31(x+ y) + y) + 11(x+ y) = 11
3(31(x+ y) + y) + (x+ y) = 1
ここまでの演算で解の存在の必要十分条件は明白であろう。













　1.　1034 と 1067 の最大公約数を求める。 
(1034, 1067) → (1034, 33) → (11.33) → (11, 0)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　   1　　　　　　31　　　　 3 
















2. 1034x+ 1067y = 11の整数解を求める。
1034x+ (1034 + 33)y = 11
1034(x+ y) + 33y = 11
(33 · 31 + 11)(x+ y) + 33y = 11
33(31(x+ y) + y) + 11(x+ y) = 11
3(31(x+ y) + y) + (x+ y) = 1
ここまでの演算で解の存在の必要十分条件は明白であろう。























2. 1034x+ 1067y = 11の整数解を求める。
1034x+ (1034 + 33)y = 11
1034(x+ y) + 33y = 11
(33 · 31 + 11)(x+ y) + 33y = 11
3 (31(x+ y) + y) + 11(x+ y) = 11
(31(x+ y) + y) + (x+ y) = 1
件は明白であろう。




















2. 1034x+ 1067y = 1の整数解を求め
1034x+ (1034 + 3)y 1
1034(x+ y) + 3y 1
( · 31 + 1)(x+ y) + 3y 1
(31(x+ y) + y) + 1(x y) 1
3(31(x+ y) + y) + (x+ y) 1
算で解の存在の必要十分条




























2. 1034x+ 1067y = 11の整数解を求める。
1034x+ (1034 + 3)y = 11
1034(x+ y) 33y = 11
(33 · 1 + )(x+ y) 33y = 11
33(31(x+ y) 11(x+ y) = 11
3(31(x+ y) (x y) = 1
ここまでの演算で解の存在 必要十分条件は明白であろう。








































































































































































































1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .
この数列の隣り合う 2つの数の比は黄金比に近づいていく。更にいうと最も効率のよい有
理数近似になる。



































1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, . . .
この数列の隣り合う 2つの数の比は黄金比に近づいていく。更にいうと最も効率のよい有
理数近似になる。





































いった意味合いでは初学者にフェルマーの ( 小 ) 定理を紹介するのは素敵だと思う。定理
の主張は




















　以下、小学生に話して聞かせるつもりで説明してみる。 ( 数学 A を履修していない大
学生もいる ) 具体的な数で実験的な説明をするのが納得しやすいであろう。
　p ＝5の場合を考える。まずは「＝」を大目に見よう！ 
1 ＝ 6 ＝ 11 ＝ 16 ＝ 21 ＝ . . .




0,  1,  2,  3,  4 
5は 0とおんなじなので片方でいいよね。足し算は 
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3 ＋ 4 ＝ 7 ＝ 2
なんて具合だ、掛け算は 
4 × 3 ＝ 12 ＝ 2 
とスムーズに出来そうだ。問題は割り算だけど・・・ 
3 ÷ 2 ＝ 1.5 ??
困る。どうしてもあの代表者達の中から選びたい！ 2倍して 3になるのをさがそう。 
 0 × 2 ＝ 0 
 1 × 2 ＝ 2 
 2 × 2 ＝ 4 
 3 × 2 ＝ 6 ＝ 1
 4 × 2 ＝ 8 ＝ 3 
4 × 2 ＝ 3が見つかった。これを合理的に見つけるにはユークリッドの互除法を使うんだ
けど割愛する。ていうことは 
3 ÷ 2 ＝ 4
でいいよね。割り算が出来るようになった。( 群構造 )
　次はもう一度 0以外の代表者たちに出そろってもらおう。
 1,  2,  3,  4
これをそれぞれ 2倍すると
 2,  4,  1,  3
だったね、これって席替えしているのと同じだね。 ( 群構造からくる 1対 1対応 ) もう一
度 2倍するって席替えをしてみよう。
 4,  3,  2,  1
何回か繰り返すと元の席順にもどりそうだね。( 群の有限性 )
この場合たった 4回で元に戻るのが分かる、実際 
1,  2,  2 × 2,  2 × 2 × 2,  2 × 2 × 2 × 2,  . . .
と計算していくと 
1,  2,  4,  3,  1,  2,  4,  3,  1,  2,  4,  3,  . . .
という繰り返しになる。、2 を 4 回掛けることは 1 倍することと同じで、元の数に戻る。
　同じ計算を 3 と 4 でやってみよう。 
1,  3,  4,  2,  1,  3,  4,  2,  1,  3,  4,  2,  . . . 
1,  4,  1,  4,  1,  4,  1,  4,  1,  4,  1,  4,  . . . 
3 の場合は 4 と同じように 4 つずつくり返しになっている。 4 の場合は 2 つずつだけど、 4
つずつでも繰り返している。
代表者達、 {1, 2, 3, 4}、4 個の閉じた割り算の出来る掛け算なんでそうなっちゃうんだ。
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 ( 群論のラグランジュの定理 ) 
　( 感覚的に理解可能なので省略してもいいと思うが , 背理法をを用いるので記号を用い
て説明すると ) なんで 4 回や 2 回で 1 になっちゃうのかというと、例えばもし仮にある 
a(1, 2, 3, 4 のどれか ) について 3 回で 1 になっちゃったりすると、 a × a × a ＝ 1 という
ことだけど。 
1,  a,  a × a
は、掛け算の演算で閉じていることになる。ついでに割り算についても閉じている。 3 個
しかないのでぜったいこれに入ってない数があって、それが b だとする。 
b × 1,  b × a,  b × a × a
なんて 3 つを考えると前の 3 つとかぶらないはずなんだね。例えば、もし仮に 
a ＝ b × a × a
だったりしたら、両辺を a × a で割って (a × a) × a ＝ 1 だから 
a × a ＝ b
なんて式が導かれてしまう。b を決めた時の約束に反する。
　だから、この 3 つずつはかぶらない。ていうことは代表者 4 人だったのに、 6 人以上出
てきてしまった。最初の a × a × a ＝ 1 が嘘だったことになる。
　まとめて書くと 
　　　5 で割り切れない数はどんな数でも必ず 4 回掛けると 5 で割って余りが 1 になる。
少し試してみよう。 
7 × 7 × 7 × 7 ＝ 2401 
5 で割ったあまりは 1 になっている。 
　5 の代わりに 6 だとどうだろう？ 
　　　6 で割り切れない数はどんな数でも 5 回掛けると 6 で割って余りが 1 になる ?? 
これはうまくいかない。試してみてくれるといい。
　さっきやったのと同じ席替えを考えると、 
1,  2,  3,  4,  5
これを全部 2 倍すると 
2,  4,  0,  2,  4
あれあれ、同じ人が二人出てくるし、ちょっと外れててもらった 0 さんも出てきてしまう。
これではうまくいくはずがないよね。 
　5 でうまく行ったのは 5 が素数だったおかげだった。 5 以外でも素数ならこの話はうま
くいく。
　以上がフェルマーの定理の説明である。今書いた方法は P. Fermart より少し後の L. Euler
によるものとされている。彼はこの「乗法的証明法」の方が二項定理を用いた加法的証明





















1, 2, 3, 4, 5
これを全部 2倍すると
























今回紹介しなかったものとしては、ピタゴ (x2 + y2 = z2 を満たす






1, 2, 3, 4, 5
これを全部 2倍すると
























介しなかったものとしては、ピタゴラス数に関するもの (x2 + y2 = z2 を満たす
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